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Приведен и доказан ряд свойств глобальных надмоноидов свободных моноидов, которые, в свою оче-
редь, также являются моноидами. В частности, доказаны условия наличия левого и правого делителей в 
рассматриваемых глобальных надмоноидах, из которых следует несвободность последних. На основании 
этих свойств доказано необходимое условие выполнения равенства Am = Bn для глобальных надмоноидов 
свободных моноидов, которое состоит в наличии у глобальных надмоноидов А и В общего корня (в общем 
случае различной степени). Результаты получены при условии, что по крайней мере один из языков облада-
ет свойством префикса. Также рассмотрена задача нахождения корня n-й степени из заданного языка. Она 
решается для языка специального вида, состоящего из всех слов длиной от t1 до t2 (t1 ≤ t2) над алфавитом ∑ . 
Очевидно, что критерий существования корня n-й степени – делимость t1 и t2 на n. В работе приведено не-
обходимое и достаточное условие того, что язык специального вида является корнем n-й степени из задан-
ного языка такого же вида, введены понятия тривиального и первообразного корня, представлен пример, 
поясняющий данные определения. Все приведенные в статье примеры актуальны для прикладных вопро-
сов рассматриваемой теории, в частности для построения специальных вариантов автоматизированного 
преобразования регулярных грамматических структур и контекстно-свободных грамматик в системах ав-
томатизации построения компиляторов. В терминах введенных нами понятий формулируется необходимое 
условие того, что язык произвольного вида в алфавите ∑  является корнем n-й степени из заданного языка 
специального вида. Вопрос о том, достаточно ли полученное авторами условие, пока остается открытым.
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В данной работе для элементов глобальных 
надмоноидов свободных моноидов [1, 2] нами 
рассматривается проблема равенства Am = Bn. 

Очевидна связь этой проблемы с некоторыми 
вопросами теории формальных языков, в част-
ности с итерациями языков, исследуемыми 
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авторами настоящей статьи в [1–4]. Действи-
тельно, А и В можно рассматривать как про-
извольные языки над одним и тем же, не обя-
зательно конечным, алфавитом ∑. При этом 
будем считать, что по крайней мере один из 
языков, для определенности А, обладает свой-
ством префикса. (По определению [5], язык 
А обладает свойством префикса тогда и толь-
ко тогда, когда ни одно слово из А не являет-
ся собственным префиксом никакого другого 
слова из того же А. Этот факт будем обозначать 
Pr(A).) Символом е обозначим единицу исход-
ного свободного моноида, т. е. пустое слово 
над алфавитом ∑. Множество всех слов над 
алфавитом ∑, включая е, будем обозначать ∑*. 
Множество всех языков над некоторым алфа-
витом ∑ с операцией конкатенации ° образует 
свободный моноид с единицей {e}, являющий-
ся для исходного свободного моноида (∑*, °, e) 
глобальным надмоноидом. Стоит подчеркнуть, 
что элементами глобального надмоноида явля-
ются не слова, а множества слов, т. е. языки. 
Длину самого короткого слова в языке А обо-
значим символом Lmin(A). Некоторые другие ис-
пользуемые в тексте статьи обозначения и тер-
мины можно найти в [5, 6]. 

Приложения теории полугрупп и, в частно-
сти, моноидов также рассматриваются в моно-
графии [5], где содержится и достаточно пол-
ная (для середины 1980-х годов) библиография 
по соответствующей проблематике. Приклад-
ным вопросам – от автоматов и формальных 
языков до некоторых биологических и соци-
ологических моделей – посвящены две главы 
монографии [7]. С рассматриваемой нами за-
дачей тесно связана задача «извлечения корня» 
из языка: для заданного языка A ⊆ ∑* требуется 
найти максимально возможное n ∈ N и завися-
щий от n язык B, такие, что A = Bn. До конца 
эта задача авторами еще не исследована, одна-
ко в частном случае получен ряд исчерпываю-
щих результатов, опубликованных в [4,  8,  9]. 
Некоторые прикладные вопросы полученных 
результатов связаны с публикациями одного 
из авторов настоящей статьи [10,  11]. В част-
ности, приведенные в статье примеры актуаль-

ны для прикладных вопросов рассматриваемой 
теории, а именно – для построения специаль-
ных вариантов автоматизированного преобра-
зования регулярных грамматических структур 
и контекстно-свободных грамматик в системах 
автоматизации построения компиляторов.

Некоторые простые свойства глобаль-
ных надмоноидов

Приведем сначала некоторые простые свой-
ства глобальных надмоноидов.

1.	 Если Pr(A) и AB = AC, то В = С.
2.	 Если Pr(A) и Pr(B), то Pr(AB).
3.	 Если Pr(AB), то Pr(B).
Утверждение 1. Если Pr(A), Pr(B) и AX =  

= BY для каких-либо X и Y, то 
(∃C)(A = BC или B = AC).

Доказательство. Если А = В, то сформу-
лированное утверждение выполняется для С = 
={e}. Поэтому будем полагать далее, что А ≠ В.

Предположим, что 
u ∈ A и uv ∈ B                          (1)

для некоторых слов u и v ≠ е (случай u ∈ B,  
uv ∈ A рассматривается аналогично).

Тогда согласно Pr(A) и AX = BY выполнено 
условие vY ⊆ X.

Поэтому для произвольного u' ∈ A имеем 
(∀y ∈ Y)(u'νy ∈ AX = BY), и, вследствие условия 
Pr(B), получаем u'ν ∈ B. Таким образом, для 
рассматриваемого v выполняется утверждение 
(∀u' ∈ A)( u'ν ∈ B).

Следовательно, для множества C, состоя-
щего из всех слов v, которые могут быть вы-
браны согласно (1), выполнено равенство АС = 
= В. Утверждение доказано.

Теорема 1 (об общем корне). Пусть Pr(A) и 
для некоторых m, n ∈ N0 выполнено равенство

Am = Bn.                               (2)
Тогда (∃C, m', n')(A = Cm' и B = Cn').
Доказательство. Без ограничения общно-

сти можно предполагать, что m ≤ n. Согласно 
свойству 2, из Pr(A) следует Pr(Am), а значит, 
Pr(Bn) и по свойству 3 верно Pr(B). 

Тогда по утверждению 1 A = BQ для некото-
рого языка Q (допускаем возможность Q = {e}). 
Выберем максимальное число p1, для которого 
(∃Q)(A = 1pB Q).
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Обозначим A1 = Q, тогда можем записать 
равенство (2) следующим образом:

1
1( )p m nB A B= .                         (3)

Из формулы (3) получаем:
1 11

1 1( ) .p n pmA B A B −− =                      (4)
При этом очевидно, что n ≥ p1.

Согласно равенству (4) и утверждению 1, 
имеем B = A1Q для некоторого языка Q (т. к. 
равенство A = 1pB Q для произвольного Q ≠ {e} 
невозможно из-за способа выбора p1). Выберем 
аналогично число q1 и введем множество В1 
согласно равенству В = 1

1 1
qA B  (число q1 также 

максимально возможное). На основе введен-
ных обозначений мы можем записать (2) таким 
образом:

1 1 1
1 1 1 1 1(( ) ) ( )q p qm nA B A A B= .             (5)

Продолжая этот процесс, устанавливаем ко-
нечные последовательности пар множеств Ai и 
Bi. При этом числа pi, qi и языки Ai и Bi опре-
деляются из условий 1 1

ip
i i iA B A− −=  и 1

1 1
q

i i iB A B− −= .
Таким образом, после преобразований мо-

жем переписать исходное равенство (2) следу-
ющими способами:

1 1 2 1
1 1 1((...((( ) ) ) ... ) )i i ip q p p m

i i i i iB A B B A− − −
− − − =     

1 1 2
1 1 1(...((( ) ) ) ... )i i ip q p n

i i i iB A B B− − −
− − −=        (6)

и
1 1 2 1

1 1 2

((...((( ) ) ) ... ) )

(...((( ) ) ) ... ) .

i i i

i i i

q p q p m
i i i i i

q p q n
i i i i

A B A B A

A B A B

− − −

− − −

=

=       (7)

Заметим, что равенства (6) и (7) выполня-
ются и на первом шаге (т. е. для множеств А1 
и В1), если считать А0 = А и В0 = = тВ. Эти ра-
венства на первом шаге – условия (3) и (5). Воз-
можность выбора pi – 1 и Ai для каждого следую-
щего i – следствие (7), а возможность выбора qi 
и Bi – следствие (6).

Описанный процесс конечен, т. к. для про-
извольного рассматриваемого i выполнены ус-
ловия:

Lmin(Ai) < Lmin(Ai – 1) и Lmin(Bi) < Lmin(Bi – 1).

Поэтому для некоторого r ∈ N либо pr = 0, 
либо qr = 0. Пусть pr = 0 (случай qr = 0 рассма-
тривается аналогично). Тогда Ar = Br (посколь-
ку неравенство Ar ≠ Br противоречит тому, что 
число qr – 1 в (7) – максимально возможное). 
Обозначив С = Ar = Br, легко докажем равенства 
A = Cm'и B = Cn' для некоторых m', n' ∈ N индук-
цией по i для i = r, r – 1, …, 1, 0, используя при 
этом (6) и (7). Теорема доказана.

Замечание 1. Если в доказанной выше те-
ореме обозначить через k наибольший общий 
делитель чисел m и n, то очевидно, что m' =  
= m / k и n' = n / k. В целом можно провести 
аналогию между утверждением теоремы 1, с 
одной стороны, и, с другой стороны, легко до-
казываемым фактом из области арифметики, 
тоже формулирующимся с помощью (2), где, в 
отличие от доказанной теоремы, A, B и C – не-
которые натуральные числа, причем С является 
общим корнем из чисел A и B (корнем разных 
степеней).

О задаче извлечения корня из заданного 
языка

Как уже было отмечено, с задачей нахожде-
ния общего корня непосредственно связана за-
дача извлечения корня из заданного языка.

Пусть ∑ – произвольный алфавит, тогда ∑i – 
формальный язык, состоящий из всевозмож-
ных слов длиной i (i ∈ N) над алфавитом ∑. 
Как указано в [12], операция извлечения корня 
не является однозначной функцией: из языка 

2 10

i

i≤ ≤
∑ извлекается не только очевидный ква-

дратный корень 
1 5

i

i≤ ≤
∑ , но и 

}{1,2,4,5

i

i=
∑ . 

Теорема 2. Пусть M – подмножество мно-
жества натуральных чисел {n1, n1 + 1, …, n2}. 
Язык 

i

i M∈
∑  является корнем n-й степени из 

языка 
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑  тогда и только тогда, когда вы-

полняется условие 
(∀i) (nn1 ≤ i ≤ nn2 → i = a1 + a2 + … + an),    (8)

где a1, a2, …, an – некоторые элементы из М (не 
обязательно различные).
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Доказательство. Условие (8) означает, что 
любую длину слова из исходного языка мы мо-
жем составить из n слагаемых, которые соответ-
ствуют длинам слов, содержащихся в корне. Та-

ким образом, если язык i

i M∈
∑ является корнем 

n-й степени из языка 
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑

, то условие (8) 

выполняется. Верно и обратное. Если выполня-

ется условие (8), то любое слово длиной i из 

языка 
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑ можно получить конкатенаци-

ей n слов длиной a1, a2, …, an из языка .i

i M∈
∑

Отсюда следует, что 
n

i

i M∈

 
 
 

∑  содержит все 

слова длиной от nn1  до  nn2, т. е. является кор-

нем n-й степени из языка 
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑

. Теорема 

доказана.

Замечание 2. Отметим, что между корнями 

n-й степени из языка  
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑ и корнями n-й 

степени из языка
2 1

i

n i nn nn n≤ ≤ − +
∑

  имеется вза-

имно однозначное соответствие. Множеству 

индексов М корня из языка 
2 1

i

n i nn nn n≤ ≤ − +
∑

соот-

ветствует множество индексов L = M + (n1 – 1) 

корня из языка
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑

.

Пусть S – семейство всех множеств индек-

сов М ⊆ {n1, n1 + 1, …, n2}, задающих корни n-й 

степени из языка 
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑

. 

Определение  1.  Корень i

i M∈
∑  называет-

ся первообразным, если М  – минимальное по 
включению множество из S, и тривиальным, 
если М = {n1, n1 + 1, …, n2}.

Определение 2. Мощность множества ин-
дексов называется весом корня.

Пример. Из языка
2 14

i

i≤ ≤
∑ извлекаются 5 квад- 

ратных корней с множествами индексов 
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 6, 7}, {1, 2, 4, 5, 6, 7}, 
{1, 2, 4, 6, 7} и {1, 2, 3, 5, 6, 7}. Из них 2 послед-
них множества индексов  –  минимальные, им 
соответствуют 2 первообразных корня весом 5 
и 6 соответственно, а первое множество индек-
сов задает тривиальный корень.

Теорема  3.  Если для некоторого языка B, 
некоторого первообразного корня A n-й степе-
ни из языка

1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑   и тривиального корня 

С n-й степени из этого же языка выполняются 
включения  

A ⊆ B ⊆ С,                                (9)
то B тоже является корнем n-й степени из языка 

1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑ . 

Доказательство. Возведя включения (9) в 

степень n, получим

1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑ ⊆ Bn  ⊆

1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑ , 

откуда Bn  =
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑ .

Последнее равенство означает, что язык В – 

корень n-й степени из языка 
1 2

i

nn i nn≤ ≤
∑

. Теоре-

ма доказана.
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ON A COMMON ROOT OF THE ELEMENTS OF GLOBAL SUPERMONOID

The paper presents and proves some properties of global supermonoids of free monoids, which, in 
turn, are also monoids. We prove the conditions of the existance of the left and right divisors in these 
global supermonoids, which are non-free. On the basis of these properties the paper proves a neces-
sary condition for the equality Am = Bn for global supermonoids of free monoids, which is available from 
global supermonoids A and B of the common root (in general in varying degrees). The results are ob-
tained with the proviso that at least one of the languages ​​has a prefix property. The problem of finding 
the root of the nth degree of the specified language is also considered. It is solved for a special form 
language consisting of all words in length from t1 to t2 (t1 ≤ t2) over the alphabet. The criterion for the root 
existence of the nth degree is a divisibility of t1 and t2 by n. The paper demonstrates the necessary and 
sufficient condition that the special form language is the root of the nth degree of the selected language 
of the same form; the concepts of trivial and primitive roots and an example explaining these definitions 
are given. All the examples given in the article are relevant to the applied problems of the theory, in 
particular – for the constructing of special versions of the automated conversion of regular grammatical 
structures and context-free grammars in the compiler construction automation systems. In terms of the 
introduced concepts we formulate a necessary condition that the language of any kind in the alphabet 
is the root of the nth degree of a given special form language. The issue of the conditional sufficiency 
remains open.

Keywords: free monoid, global supermonoid, prefix language, root of the elements of supermonoid.
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