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ЛеММА рИнОВА О нОрМИрОВАннОЙ ПОЛОсе ДЛя ПрОстрАнстВ, 
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сеМеЙстВА ОтреЗКОВ*

Взаимное расположение прямых линий играет важную роль в геометрии геодезических пространств. 
Особое значение в ряде случаев придается параллельным прямым, т. е. прямым, расстояние Хаусдорфа 
между которыми конечно. В общем случае параллельность не влечет за собой каких-то особых свойств. 
Особый случай – так называемые выпуклые пространства, или пространства неположительной кривиз-
ны. В этом случае поведение параллельных прямых жестко регулируется классической леммой Ринова, 
утверждающей, что любые две параллельные прямые в пространстве неположительной кривизны в смыс-
ле Буземана ограничивают нормированную полосу, т. е. выпуклое подмножество, изометричное полосе 
между двумя параллельными прямыми  на плоскости, оснащенной строго выпуклой нормой. 

В статье доказывается обобщение леммы на случай пространств неположительной кривизны по Бу-
земану относительно выделенного семейства отрезков. Под выделенным семейством отрезков в геоде-
зическом пространстве понимается такое семейство S, что любые две точки пространства соединяются 
единственным отрезком из S, и всякий отрезок, содержащийся в отрезке из S, также принадлежит S. Свой-
ство выпуклости пространства относительно S означает, что в произвольном треугольнике, образованном 
отрезками из S, средняя линия не превосходит половины основания.

Основная теорема утверждает, что в пространстве неположительной кривизны по Буземану относи-
тельно выделенного семейства отрезков всякие две выделенные прямые ограничивают слабую нормиро-
ванную полосу, т. е. слабо выпуклое подмножество, изометричное полосе между двумя параллельными 
аффинными прямыми в нормированной плоскости. Это позволяет развить методы геометрии пространств 
неположительной кривизны на случай G-пространств с выделенной системой отрезков. 

При доказательстве основной теоремы применяется процедура предельного перехода по неглавному 
ультрафильтру. Поскольку существование неглавного ультрафильтра на множестве натуральных чисел 
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является следствием аксиомы выбора, доказательство нельзя считать конструктивным. Проблема доказа-
тельства леммы Ринова в заданном классе пространств без использования ультрафильтров тесно связана с 
существованием S-выпуклой нормированной полосы.  

Ключевые слова: лемма Ринова, нормированная полоса, слабая выпуклость, неположительная кри-
визна, выделенное семейство отрезков.

Геометрия параллельных прямых играет 
важную роль при изучении геодезических про-
странств. В случае так называемых выпуклых 
пространств параллельные прямые обладают 
замечательным свойством, которое было до-
казано немецким геометром В. Риновым [1]: 
любые две параллельные прямые в выпуклом 
пространстве ограничивают нормированную 
полосу, т. е. выпуклое подмножество, изоме-
тричное полосе, заключенной между двумя па-
раллельными прямыми на некоторой нормиро-
ванной плоскости со строго выпуклой нормой. 
Лемма Ринова служит мощным инструментом 
при изучении геометрии пространств неполо-
жительной кривизны: она применяется в дока-
зательстве целого ряда теорем о расщеплении, 
теоремы о нормированной полуплоскости, при 
решении проблем, связанных с геометрией  
параллельных прямых в указанном классе про-
странств. 

В настоящей работе доказывается обобще-
ние этой леммы на случай пространств неполо-
жительной кривизны по Буземану относитель-
но выделенного семейства отрезков. Свойство 
неположительности кривизны относительно 
выделенного семейства отрезков было введено 
Г. Буземаном и Б. Фадке в [2] для G-пространств 
Буземана. Применительно к геодезическим 
пространствам понятие пространств неполо-
жительной кривизны относительно выделен-
ной системы отрезков Σ определено в статье 
Е.Н. Сосова [3], а также в работе Б. Клейнера 
[4], где пространства указанного класса назы-
ваются «часто выпуклыми пространствами» 
(often convex spaces).

Для пространств рассматриваемого нами 
класса понятие выпуклости подмножеств не 
имеет однозначного определения. В разных 

контекстах рассматриваются сильная или сла-
бая выпуклость, а также Σ-выпуклость, т. е. вы-
пуклость относительно семейства отрезков Σ. 
Допустимы и иные подходы к выпуклости. В 
нашей работе мы доказываем слабую версию 
леммы Ринова. Иначе говоря, мы доказываем, 
что в пространстве неположительной кривиз-
ны по Буземану относительно выделенного 
семейства отрезков всякие две выделенные 
прямые ограничивают слабую нормированную 
полосу. Понятно, что сильная версия леммы 
Ринова в общем случае не выполняется. Во-
прос о справедливости леммы Ринова в смысле 
Σ-выпуклости остается открытым. 

Необходимые сведения из геометрии 
пространства неположительной кривизны 
относительно выделенного семейства отрез-
ков.

Пусть (X, d) – геодезическое пространство, 
т. е. метрическое пространство с внутренней 
метрикой, в котором любые две точки можно 
соединить отрезком. Под отрезком, соединяю-
щим точки x, y ∈ X, здесь понимается образ в X 
спрямляемого пути с концами x и y, длина кото-
рого равна d(x, y). 

Семейство отрезков Σ называется выделен-
ным семейством, если оно удовлетворяет сле-
дующим аксиомам:

A. Любые две точки в X соединяются един-
ственным отрезком семейства S .

B. Для любого выделенного отрезка семей-
ства S  всякий содержащийся в нем отрезок 
также принадлежит S .

Если в X выделено такое семейство Σ, трой-
ку (X, d, Σ) мы называем пространством с выде-
ленным семейством отрезков. Луч c: [0, ∞) → X 
в X называется выделенным лучом, если он 
образован отрезками выделенного семейства 
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вида c([0, a]) при a → ∞. Прямая c: R → X в X 
называется выделенной прямой, если она обра-
зована отрезками выделенного семейства вида 
c([-a, a]) при a → ∞. 

Пространство (X, d, Σ) называется про-
странством неположительной кривизны отно-
сительно выделенной системы отрезков Σ, если 
помимо аксиом A и B в нем выполнена также 
следующая аксиома неположительности кри-
визны: если m – середина выделенного отрезка 
[xy] и n – середина выделенного отрезка [xz], то 

1( , ) ( , ).
2

d m n d y z≤

Подмножество A ⊆ X в геодезическом про-
странстве X называется слабо выпуклым, если 
для любых двух точек a, b ∈ A существует от-
резок с концами a, b, содержащийся в A. Под-
множество A ⊆ X в пространстве (X, d, Σ) на-
зывается Σ-выпуклым, если для любых двух 
точек a, b ∈ A выделенный отрезок с концами 
a, b содержится в A.

Далее нам понадобится понятие предела 
последовательности по неглавному ультра-
фильтру. Общая теория фильтров и пределов 
по фильтру представлена, например, в [5]. Мы 
используем следующее определение.

Пусть w – неглавный ультрафильтр на N. 
Точка b ∈ X метрического пространства (X, d) 
называется пределом последовательности an по 
w, если для любого e > 0 множество 

Ae = {n ∈ N|d(an, b) < e}
принадлежит w. Обозначение: 

lim .nb a
w

=

Основная теорема. Пусть (X, d, Σ) – конеч-
но компактное пространство неположительной 
кривизны относительно выделенного семей-
ства отрезков Σ. 

Теорема. Пусть g1, g2 : R → X – две нату-
рально параметризованные выделенные пря-
мые. Если функция f(t) = d(g1(t), g2(t)) ограниче-
на, то прямые g1 и g2 ограничивают в X слабую 
нормированную полосу, т. е. слабовыпуклое 
подмножество, изометричное полосе аффин-
ной плоскости, оснащенной нормой.

Доказательство. Зафиксируем положи-
тельное направление выделенных прямых g1(t) 
и g2(t) (t → +∞). Из каждой точки c(s) выделенно-
го отрезка [g1(0)g2(0)] ∈ S, заданного натураль-
ной параметризацией c : [0, d(g1(0)g2(0))]Х → 
→ X, в положительном направлении можно 
провести однозначно определенный выделен-
ный луч ds : [0, +∞) → X, асимптотичный g1 и g2. 
Множество таких выделенных лучей образует 
полуполосу S между g1 и g2. Докажем, что полу-
полоса S является слабо выпуклым подмноже-
ством в X.

Пусть x = dr(u) и y = ds(v). Покажем, что 
точки x и y можно соединить отрезком, содер-
жащимся в S. Не уменьшая общности, можно 
считать, что r < s (в случае r = s утвержде-
ние очевидно) и что u ≤ v. Для произвольного 
l ∈ [0, 1] обозначим: 

zl = d(1-l)r+ls((1 – l)u + lv).
В частности, x = z0, и y = z1. Покажем, что 

при 0 < l < 1 выполнено условие x – zl – y. Дей-
ствительно, поскольку выделенные прямые g1 и 
g2 параллельны, функция 

Pk(t) = d(g1(t), g2 (t + k))
при произвольно заданном фиксированном k 
является константой. В частности, это верно 
при 1 2( (0), (0)) ( ).

( )
dk v u

s r
g g= ⋅ −

−
Обозначим Pk постоянное значение этой 

функции. Из асимптотичности лучей dr и ds 
следует, что

d(x, y) ≤ d(dr(0), ds(v – u)), откуда, в силу по-
стоянства функции Pk(t), вытекают равенства

1 2

( , ) ( (0), ( )) .
( (0), (0))r s k

s rd x y d v u P
d

−= d d − = ⋅
g g

Аналогично
(1 )

1 2

( , ) ( (0), ( ))

(1 )
( (0), (0))

r r s

k

d x z d u v
r s r P

d

l −l +l= d d −l + l =

− l + l −= ⋅
g g

и
(1 )

1 2

( , ) ( ( ), ( ))

(1 ) .
( (0), (0))

r s s

k

d z y d u v v u
s r s P
d

l −l +l= d −l + l d − =

− − l − l= ⋅
g g
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Отсюда получаем
d(x, y) = d(x, zl) + d(zl, y),

что и означает выполнение требуемого усло-
вия. Таким образом, при изменении параметра 
l от 0 до 1 точки zl образуют отрезок с концами 
x и y.

Для каждого целого отрицательного пара-
метра s = –n; n ∈ N выделенные лучи, имеющие 
начало в точках отрезка [g1(s)g2(s)] ∈ S и асим-
птотичные g1 и g2, также образуют различные 
полуполосы, соответствующие параметрам s. 
Последовательность отображений Fn : Dn → X, 
где 
Dn = {(u, n) | u ∈ [–n, +∞), n ∈ [0, d(g1(0),  
g2(0))]} – множество точек аффинной полосы, 
задает последовательность полуполос. При 
фиксированных значениях u и v последова-
тельность точек Fn(u, n) ∈ X ограничена. Про-
странство X, по условию, конечно компактно, 
поэтому существует предел Fn(u, n) по произ-
вольному неглавному ультрафильтру на мно-
жестве натуральных чисел N. Зафиксировав 
такой неглавный ультрафильтр w, обозначим

( , ) lim ( , )nF u v F u v
w

= .                (1)
Получаем, что g1 и g2 ограничивают в X сла-

бо выпуклую полосу как предел слабо выпу-
клых полуполос Fn.

Наконец, определим норму на R2, соответ-
ствующую полосе

2

1
n

n
D D R

∞

=

= ⊆


и ее отображению F : D → X, определенному 
пределом (1):

( )
1 2

1 2
1 2

| |,   0

( (0), (0))| | (0), ,  ( , )
(0), (0)

0.

u v

dv d uu v
d v

v

=
  g g   g g=      g g
 ≠

при

при

(2)

Проверка того факта, что функция (2) является 
нормой, стандартна. Положительная однород-
ность и симметричность функции ||(u, v)|| оче-
видны, проверка неравенства выпуклости ос-
новывается на свойствах выпуклости метрики 
в пространстве X.    □

Возможные приложения. В рабо-
те П.Д. Андреева [6] доказано, что всякое 
G-пространство Буземана неположительной 
кривизны по Буземану является топологиче-
ским многообразием. Это подтверждает в клас-
се G-пространств неположительной кривизны 
гипотезу о топологическом строении общих 
G-пространств, сформулированную Г. Бузема-
ном в [7]. Доказанная в настоящей статье тео-
рема позволяет развить методы П.Д. Андреева 
на случай G-пространств с выделенной систе-
мой отрезков.

Возможное усиление доказанной теоремы 
может быть получено при рассмотрении поня-
тия Σ-выпуклости вместо слабой выпуклости. 
Здесь мы можем сформулировать гипотезу: 
пусть (X, d, Σ) – конечно компактное простран-
ство неположительной кривизны относительно 
выделенного семейства отрезков Σ, и g1, g2 : R 
→ X – две натурально параметризованные вы-
деленные прямые. Если функция d(g1(s) g2(s)) 
ограничена, то прямые g1 и g2 ограничивают в 
X Σ-нормированную полосу, т. е. Σ-выпуклое 
подмножество, изометричное полосе аффинной 
плоскости, оснащенной нормой.
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RINOW NORMED STRIP LEMMA FOR THE SPACES, CONVEX WITH RESPECT  
TO DISTINGuISHED FAMILY OF SEGMENTS

Mutual arrangement of straight lines is very important in the geometry of geodesic spaces. Parallel 
lines, i.e. the Hausdorff distance between them is finite, are of particular importance in some cases. In 
general, the parallelism does not imply any special properties. A special case is the so-called convex 
spaces, or spaces of nonpositive curvature. In this case, the behavior of parallel lines is tightly regulated 
by a classical Rinow lemma, which states that any two parallel lines in the nonpositive curvature space 
in the sense of Busemann limit a normed strip, that is a convex subset isometric to a strip between two 
parallel lines on the plane, equipped with a strictly convex norm. In this paper we prove a generalization 
of Lemma in the class of spaces of Busemann nonpositive curvature with respect to the distinguished 
family of segments. Under the distinguished family of segments in a geodesic space is understood a 
family of Σ, that any two points of space are connected by a unique segment of Σ, and every segment 
containing in the segment from Σ, also belongs to Σ. Convexity space property with respect to Σ means 
that in any triangle formed by segments of Σ, the middle line does not exceed half of the base. The main 
theorem asserts that in the space of nonpositive curvature in the sense of Busemann with respect to 
the distinguished family of segments any two distinguished lines limit weak normed strip, that is weakly 
convex subset isometric to the strip between two parallel affine lines in the normed plane. This fact 
allows us to develop the methods of geometry of spaces of nonpositive curvature in case of G-spaces 
with a distinguished segments system. The limiting procedure of nonprincipal ultrafilter passage to the 
limit is used in the proof of the main theorem. Since the existence of a nonprincipal ultrafilter on the 
set of natural numbers is a consequence of the axiom of choice, one can not consider the proof as 
constructive. The problem of the proof of Rinow Lemma in a given class of spaces without the use of 
ultrafilters is closely connected with the existence of Σ-convex normed strip.
Keywords: Rinow lemma, normed strip, weak convexity, nonpositive curvature, distinguished family of 
segments.
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