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УДК 533.72

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА 
В ЗАДАЧЕ О ТЕЧЕНИИ ПУАЗЕЙЛЯ  
НА ОСНОВЕ УРАВНЕНИЯ ВИЛЬЯМСА

В рамках кинетического подхода построено аналитическое решение задачи о течении Пуазейля. В ка-
честве основного уравнения используется линеаризованное уравнение Вильямса, а в качестве граничного 
условия на стенках канала – модель диффузного отражения. Построен профиль массовой скорости газа 
в канале и вычислена приходящаяся на единицу ширины канала величина потока массы газа. Проведено 
сравнение с аналогичными результатами, полученными с использованием численных методов.

Ключевые слова: кинетическое уравнение Больцмана, модельные кинетические уравнения, течение 
Пуазейля, точные аналитические решения.
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Введение. Одной из важнейших в приклад-
ном отношении задач динамики разреженного 
газа является задача о течении разреженного 
газа в каналах [1]. Ее строгое теоретическое 
решение в промежуточной области значений 
чисел Кнудсена, где неприменимы концепции 
сплошной среды или свободномолекулярного 
режима, должно получаться в результате инте-
грирования уравнения Больцмана (или систе-
мы уравнений Больцмана, если газ состоит из 
молекул разной природы) при соответствую-
щих граничных и начальных условиях. После 
того как найдена функция распределения, с по-
мощью квадратур определяются любые макро-

скопические величины (скорость, температу-
ра, давление, тепловой поток и т. д.). В общем 
случае для решения задач динамики разрежен-
ного газа в переходном режиме используют 
методы прямого численного моделирования. 
Однако при таком подходе требуется наличие 
мощных вычислительных ресурсов как в плане 
оперативной памяти, так и в плане процессор-
ного времени. В силу этого актуальным явля-
ется развитие и применение к моделированию 
процессов переноса в каналах аналитических 
методов [2, 3]. Целью представленной работы 
является обобщение предложенного в [4] ана-
литического метода на случай математического 
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моделирования процессов переноса в задаче о 
течения Пуазейля с использованием уравнения 
Вильямса [2]. В качестве граничного условия 
на стенках канала в работе используется мо-
дель диффузного отражения.

Постановка задачи. Построение функции 
распределения. Рассмотрим установившееся 
движение газа в канале, образованном двумя 
параллельными плоскостями. Будем полагать, 
что температура поверхностей, образующих 
канал, всюду постоянна и равна Т, а движение 
газа происходит под действием очень малого 
градиента давления [4]. В этом случае функ-
цию распределения можно искать в виде

                                                                       (1)

Здесь    r' –     размерный        радиус-вектор,  
C = β1/2 v – безразмерная скорость молекул газа, 

                    
          

, m – масса молекулы газа, kB– пос-
тоянная    Больцмана,   T   –   температура     газа,               

               и                       – безразмерные коор-

динаты, Gn – безразмерный градиент давления, 
а для нахождения Z(x, μ) приходим к краевой 
задаче [3]:
                                                                           

                                                                             (2)

                   ψ(–d, μ, C) = 0;     0 ≤ μ ≤ 1,                      (3)
              ψ(d, μ, C) = 0;     –1 ≤ μ ≤ 0.                     (4)
При записи (2) перешли к сферической  

системе координат в пространстве скоростей 
Cx = Ccosθ, Cy = Csinθ cosχ, Cz = Csinθ sinχ, вы-
полнили в полученном выражении интегри-
рование по азимутальному углу χ от 0 до 2π и 
ввели обозначение μ = cosθ . Решение (2) ищем 
в виде

     
                

                                                                      (5)

Подставляя (5) в (2), приходим к системе 
уравнений для нахождения ψ1(x, μ) и ψ2(x, μ)

 
    

                                                            (6)

         
                                                                      (7)

Граничные условия с учетом (3), (4) запи-
шем в виде (k = 1,2):

                ψk(–d, μ) = 0;     0 ≤ μ ≤ 1,                        (8)
              ψk(d, μ, C) = 0;     –1 ≤ μ ≤ 0.                    (9)
Непосредственной подстановкой легко убе-

диться, что решение уравнения (7) с граничны-
ми условиями (8), (9) имеет вид

                                                                     (10)

где                                             –    ступенчатая

функция Хэвисайда.
Решение уравнения (6) ищем в виде

                                                                     (11)
где А0, А1 и а(η) – неизвестные параметры 

и функция, подлежащие дальнейшему опреде-
лению,

F(η, μ) – собственные векторы непрерывно-
го спектра, λ(z) – дисперсионная функция Ви-
льямса [2],           и δ (η – μ) – распределение  
в смысле главного значения при вычислении 
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интеграла от 1/z и дельта-функция Дирака. 
Подставляя (11) в граничные условия (8), (9), 
после преобразований, приведенных в [3], при-
ходим к системе уравнений:

Нетрудно увидеть, что второе уравнение 
системы обращается в тождество при a1 = 0  
и a(–η) = a(η). Первое уравнение при этом за-
пишется в виде

                                                                     (12)

                                                                     (13)
Решение (12) ищем с использованием мето-

дов краевых задач теории функций комплекс-
ного переменного. С этой целью введем вспо-
могательную функцию, заданную интегралом 
типа Коши

                                                                      (14)

Учитывая краевые значения функций N(z)  
и λ(z) на верхнем и нижнем берегах разреза 
и используя решение задачи факторизации, 
полученное в [2], сингулярное интегральное 
уравнение (12) сведем к краевой задаче Римана 
на отрезке [0; 1]:

                                                                                (15)

Разрезы функций, входящих в (15), совпа-
дают с контуром краевого условия, следова-
тельно, получили задачу отыскания кусочно-

аналитической функции по заданному скачку. 
Ее решения записываем на основании формул 
Сохоцкого:

                                                                     (16)

Раскладывая (16) в окрестности бесконечно 
удаленной точки, приходим к условию разре-
шимости краевой задачи (15):

                                                                   (17)

Подставляя (13) в (17), находим коэффици-
ент a0

                                                                       (18)

Здесь X2 = V1,                                   V1 = 0,581946,  
         а для нахождения коэффициентов a(η)  
приходим к интегральному уравнению Фред-
гольма второго рода

                 

                                                                     (19)

Решение (19) ищем в виде степенного ряда
                                            
                                                                       (20)

Подставляя (20) в (19) и приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых степенях λ, нахо-
дим коэффициенты ak(μ)
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Таким образом, коэффициенты a0 и a(μ)  
в разложении решения исходной задачи по соб-
ственным векторам дискретного и непрерыв-
ного спектра получены и функция распределе-
ния (1) построена.

Вычисление макропараметров газа в ка-
нале. Профиль массовой скорости газа в кана-
ле построим, исходя из статистического смыс-
ла функции распределения

                                                                    (21)

Здесь Uz(x) – безразмерная массовая ско-
рость газа. Подставляя (5) в (21), получаем

                                                                    

                                                                     (22)

Поток массы газа в направлении оси Oz΄, 
приходящийся на единицу ширины канала, вы-
числим согласно [5–7]

                                                                     (23)

Подставляя (22) в (23), после преобразова-
ний находим

                                  

                                                                    (24)

Здесь

Значения JM, вычисленные согласно (24), 
приведены в таблице. Там же приведены  
значения JM, вычисленные в [5–7] с исполь- 
зованием методов прямого численного моде-
лирования на основе линеаризованного урав- 
нения Больцмана (LBE) и модельных кинети-
ческих уравнений с операторами столкнове-
ний в форме БГК модели (BGK), модели Ша-
хова (S) и модели с синтетическим ядром  
(CES), а также полученные в [4] с использова-
нием аналитических методов на основе БГК 
модели.
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Как следует из таблицы, полученные в ра-
боте результаты находятся в хорошем согласии 
с аналогичными результатами для произволь-
ной толщины канала [4, 5–7].

Заключение. Итак, в работе с использова-
нием уравнения Вильямса в задаче о течении 
Пуазейля построен профиль массовой ско-
рости газа в канале и вычислен расход массы 

газа, приходящийся на единицу ширины кана-
ла. Проведенное сравнение показало, что по-
строенное решение приводит к корректным 
результатам при произвольной толщине кана-
ла. В случае, когда D΄ >> lg, полученные в работе 
результаты переходят в аналогичные результа-
ты, полученные в рамках классической гидро-
динамики.

ЗАВИСИМОСТЬ JM ОТ D΄/lg

D΄/lg (24) BGK [3] BGK [7] LBE [5] S [6] CES [6]

    0,1     2,1296   2,0345   2,0327 2,0395 1,9259
    0,5     1,6372   1,6023   1,6019
    1,0     1,5446   1,5371   1,5387 1,5536 1,4863
    5,0     1,9445   1,9908   1,9907   1,9106
  10,0     2,7148   2,7687   2,7686   2,7056 2,7799 2,7220
  20,0     4,3434   4,3975   4,9740   4,3450
  50,0     9,3182   9,3700   9,3260
100,0   17,6930 17,6930 17,6930 17,6930
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The paper provides an analytical solution to the problem of Poiseuille flow using the kinetic approach. 
As the basic equation we used the linearized Williams equation, and as a boundary condition on the 
channel walls we used a diffuse reflection model. The structure of mass rate of gas and mass flux per 
unit of channel width were calculated. The results were compared with the analogous data obtained by 
numerical methods.
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