
130

физика. математика. информатика

© Попов В.Н., Гулакова С.В., 2014

УДК 533.72

Попов Василий Николаевич, доктор фи-
зико-математических наук, доцент, заведующий 
кафедрой математики института математики, 
информационных и космических технологий Север-
ного (Арктического) федерального университета 
имени М.В. Ломоносова. Автор 173 научных публи-
каций, в т. ч. 4 монографий 

Гулакова Светлана Викторовна, аспирант 
кафедры прикладной математики института ма-
тематики, информационных и космических тех-
нологий Северного (Арктического) федерального 
университета имени М.В. Ломоносова. Автор 7 на-
учных публикаций

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ВИЛЬЯМСА В ЗАДАЧЕ КРАМЕРСА  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЗЕРКАЛЬНО-ДИФФУЗНОГО  
ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ МАКСВЕЛЛА 

В рамках кинетического подхода построено аналитическое (в виде ряда Неймана) решение задачи об 
изотермическом скольжении разреженного газа вдоль твердой плоской поверхности. В качестве основ-
ного уравнения используется линеаризованное уравнение Вильямса, а в качестве граничного условия на 
обтекаемой поверхности – модель зеркально-диффузного отражения Максвелла. Выбор модели интеграла 
столкновений обусловлен тем, что предположение о независимости частоты столкновений молекул газа от 
их скорости представляет собой достаточно сильное упрощение. Это предположение приводит к тому, что  
частота столкновений молекул газа должна быть пропорциональна абсолютной величине их тепловой ско-
рости. Именно это и было учтено при построении уравнения Вильямса. Выбор модели граничного условия 
обусловлен тем, что для реальных поверхностей коэффициент диффузности может существенно отличать-
ся от единицы. Общее решение исходного интегро-дифференциального уравнения построено в простран-
стве обобщенных функций. Подстановка построенного общего решения в граничные условия приводит к 
сингулярному интегральному уравнению с ядром типа Коши, которое с использованием методов теории 
комплексного переменного сводится к краевой задаче Римана. Неизвестные параметры, входящие в об-
щее решение, найдены из условия разрешимости построенной краевой задачи. Исходя из статистического 
смысла функции распределения, для различных значений коэффициента диффузности построен профиль 
массовой скорости газа в полупространстве над стенкой и вычислена скорость изотермического скольже-
ния газа. Проведенный численный анализ полученных выражений и выполненное сравнение полученных 
результатов с аналогичными результатами, опубликованными в открытой печати, подтверждает зависи-
мость значений коэффициентов скольжения от выбора модели интеграла столкновений.

Ключевые слова: кинетическое уравнение Больцмана, модельные кинетические уравнения, точные 
аналитические решения.
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В рамках классической газодинамики при 
постановке граничных условий на обтекаемых 
газом поверхностях используют так называ-
емые условия «прилипания», т. е. полагают, 
что скорость газа вблизи обтекаемой поверх-
ности равна скорости самой поверхности [1]. 
Однако это условие носит приближенный ха-
рактер и применимо лишь тогда, когда сред-
нюю длину свободного пробега молекул газа 
можно считать сколь угодно малой [2]. Кроме 
того, оно не выполняется в случае разрежен-
ного газа. Как показали исследования, прове-
денные А. Кундтом и Е. Варбургом [3], вместо 
того чтобы полностью «прилипать» к обтекае-
мой поверхности, разреженный газ сохраняет 
около нее некоторую, хотя и малую скорость. 
В случае постоянства температуры газа это 
явление получило название изотермического 
скольжения. Решению задачи об изотермиче-
ском скольжении газа вдоль твердой плоской 
поверхности посвящено значительное число 
работ, обзор которых можно найти в [4]. При 
этом в большинстве работ решение задачи 
ограничивалось вычислением коэффициен-
та изотермического скольжения для случая 
диффузного отражения молекул газа поверх-
ностью. Исключение составляют исследова-
ния [4–6], в которых рассматривался также 
вопрос о построении профиля скорости газа 
над стенкой. В качестве основных уравнений, 
описывающих кинетику процесса, в [4–6] ис-
пользованы модели с постоянной частотой 
столкновений. Однако предположение о неза-
висимости частоты столкновений молекул газа 
от их скорости представляет собой достаточно 
сильное упрощение [4]. Более реалистичным 
является предположение о постоянстве длины 
свободного пробега молекул газа, по крайней 
мере для тех молекул, взаимодействие кото-
рых можно аппроксимировать моделью твер-
дых сфер. Данное предположение эквивалент-
но тому, что частота столкновений молекул 
должна быть пропорциональна абсолютной 
величине (модулю) их тепловой скорости. Это 
обстоятельство учтено в [4] при построении 
модельного уравнения Вильямса; в качестве 

приложения в рамках построенного уравнения 
вычислена скорость изотермического скольже-
ния газа вдоль твердой плоской поверхности. 
При этом на стенке использована модель диф-
фузного отражения. Целью представленной 
работы является обобщение результатов, полу-
ченных в [4] на случай зеркально-диффузного 
отражения молекул газа стенкой. Для произ-
вольных значений коэффициента диффузности 
вычислена скорость скольжения газа и постро-
ен профиль скорости газа в полупространстве, 
ограниченном стенкой. 

Постановка задачи. Вывод основных 
уравнений. Рассмотрим газ, заполняющий по-
лупространство xꞌ > 0, ограниченное стенкой, 
расположенной в плоскости xꞌ = 0. Ось Ozꞌ на-
правим вдоль массовой скорости газа. Пред-
положим, что газ неоднороден из-за градиента 
z – компоненты массовой скорости вдоль оси 
Oxꞌ, причем градиент скорости стремится к 
константе при xꞌ → +∞. В выбранной системе 
координат уравнение Вильямса записывается в 
виде

	 *v v ( )
' 'x z

g

f f f f
x z l

∂ ∂ w+ = −
∂ ∂ g

.	 (1)

Здесь [4]  = | ( ') |w −v u r  – модуль тепловой 
скорости молекул газа, rꞌ– размерный радиус-
вектор, v – скорость молекул газа, u(rꞌ) – гидро-
динамическая скорость газа, 1 2

g gl p− /= h β /  – 
средняя длина свободного пробега молекул 
газа, p и hg – давление и коэффициент динами-
ческой вязкости газа, ƒ = ƒ(rꞌ, v)– искомая функ-
ция распределения молекул газа по координа-
там и скоростям, 15 /16g = π ,

	
3
2

2
* * *

* *

exp ( )
2 2B B

m mf n
k T k Tπ

   
= − −      

v u .	(2)

Параметры *n , *T  и *u  в (2) выбираются 
из условия, что модельный интеграл столкно-
вений в (1) удовлетворяет законам сохранения 
числа частиц, импульса и энергии.

Будем полагать, что состояние газа мало от-
личается от равновесного. Тогда задача допу-
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скает линеаризацию и функцию распределения 
молекул газа по координатам и скоростям мож-
но искать в виде

( ', ) ( ', ) 1 , x
z

Cf f C Z x
C∞

  = +     
r v r v ,  (3)

	 0 v( ', ) ( ) 1 2 2 .  (4)x
z

Cf f C C U G x
C∞

   = + + −      
r v

Здесь ƒ∞(rꞌ, v) – функция распределения моле-
кул газа вдали от стенки [4], ƒ(C) – абсолют-
ный максвеллиан, 1 2/= βC v  – безразмерная 
скорость молекул газа, / 2 Bm k Tβ = – пара-
метр, используемый при переходе к безраз-
мерной скорости, m – масса молекулы газа, 
kB – постоянная Больцмана, T – температура 
газа, '/ gx x l= g  – безразмерная координата,  
Gv – безразмерный градиент скорости газа вдали 
от стенки, Uo – искомая скорость изотермиче-
ского скольжения. Линеаризуем * *( ', )f f= r v  
относительно абсолютного максвеллиана, т. е. 
запишем ее в виде:

*
*( ', ) ( ) 1 2 z zf f C C U = + r v ,          (5)

* 2 2

3
0

3 exp( )
8

2 2 , .

z z

x x
v

U C C C

C C
U G x Z x d C

C C

= − ×
π

    × + − +        

∫

Подставляя (3) и (5) в (1) и учитывая, что 
в рассматриваемом приближении |u(rꞌ)|<<|v|, 
приходим к уравнению:

1
2

1

3( , ) (1 ) ( , ) ,
4

Z Z x Z x d
x

−

∂µ + µ = − τ τ τ
∂ ∫

                  

/ . xC Cµ =
 
                       (6)

Рассмотрим далее граничные условия, ко-
торым должна удовлетворять функция Z(x, m) 
на стенке и вдали от нее. Сравнивая (3) и (4), 
находим

Z(+∞, µ) = 0,     –1 < µ < 0.          (7)
Будем полагать, что на стенке функция рас-

пределения молекул газа удовлетворяет зер-
кально-диффузному граничному условию, ко-
торое имеет вид [4]:

( ', ) | (1 ) ( ', ) | ( ', ),s s sf q f qf+ −= − +r v r v r v

 0 1< µ <                            (8)

Здесь ( ', ) |sf + r v  – функция распределения 
отраженных от стенки молекул, ( ', ) |sf − r v  – 
падающих, ( ', )sf r v  – функция распределения 
молекул, параметры которой совпадают с па-
раметрами стенки, q – коэффициент диффуз-
ности [4]. Подставляя (3) в (8) и учитывая, что 

( ', ) ( )sf f C=r v , после преобразований полу-
чаем:

	
0 v(0,  ) (1 ) (0, ) 2 2(2 ) ,Z q Z qU q Gµ = − −µ − + − µ

                          0 1.< µ <                             (9)
Таким образом, отыскание скорости изотер-

мического скольжения вдоль твердой плоской 
поверхности и построение профиля массовой 
скорости газа над стенкой сводится к решению 
краевой задачи (6), (7), (9).

Построение функции распределения мо-
лекул газа. Общее решение уравнения (6) име-
ет вид [4]:

( ) ( )

( ) ( )

0 1

1

0

,

exp , .   

Z x A A x

x a F d

µ = + − µ +

 
+ − h h µ h  h∫

       

(10)

Здесь ( ) ( ) ( )2
3 1, P
4 1

F
l h

h µ = h + d h − µ
h − µ − h

– соб-

ственные векторы непрерывного спектра, 
 

( )
1 2

1

3 (1 )1
4

dz z
z

−

− τ τl = +
τ −∫

 
                                           – дисперсионная 

функция Вильямса, 1P
h − µ

 и ( )d h − µ  – рас-
пределение в смысле главного значения при 
вычислении интеграла от 1/z и дельта-функция 
Дирака.

Принимая во внимание (7), находим A0 = 0, 
A1 = 0. Подставляя далее (10) в (9), приходим к 
сингулярному интегральному уравнению:

1

2
0
1

0 v
0

3 ( ) ( ) ( ) 
4 1

3 ( )(1 ) 2 2(2 ) .
4

a d a

a dq qU q G

h h h l µ+ µ =
h − µ − µ

h h h= − − + − µ
h + µ

∫

∫

 

(11)
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Решение (11) ищем в виде интеграла типа 

Коши 
	

1

0

3 ( )( )
4

a dN z
z

h h h=
h −∫ .                            (12)

С учетом краевых значений функций N(z) 
и ( )zl  на верхнем и нижнем берегах разрезов 
сведем сингулярное интегральное уравнение 
(11) к краевой задаче Римана:

0 v

0 v

[ ( ) 2 2(2 ) ] ( )

 [ ( ) 2 2(2 ) ] ( )

N qU q G

N qU q G

+ +

− −

µ + − − µ l µ −

− µ + − − µ l µ =

1
2

0

3 3 ( )(1 ) (1 )
2 4

a di q h h h= π µ − µ −
h + µ∫ , 0 1< µ < .  (13)

Особенность краевой задачи (13) состоит 
в том, что функции N(z) и ( )zl  имеют разные 
разрезы. Для того чтобы устранить эту особен-
ность, необходимо решить задачу факториза-
ции, т. е. построить такую функцию X(z), для 
которой при 0 1< µ <  выполняется равенство 

( ) / ( ) ( ) / ( )X X+ + − −µ l µ = µ l µ  и которая являет-
ся аналитической при всех остальных z. Реше-
ние этой задачи имеет вид [4]:
 1( ) exp[ ( )]X z V z

z
= , 

1

0

1 [ ( ) ]( ) dV z
z

θ τ − π τ=
π τ −∫ , 

2
4 ( )( )

3 (1 )
arcctg l τθ τ =

πτ − τ .
С учетом решения задачи факторизации 

краевую задачу (13) перепишем в виде:

0 v

0 v

[ ( ) 2 2(2 ) ] ( ) [ ( )

 2 2(2 ) ] ( )

N qU q G X N

qU q G X

+ + −

−

µ + − − µ µ − µ +

+ − − µ µ =
1

2

0

3 ( ) 3 ( )(1 ) (1 ) ,
2 4( )

X a di q
−

−
µ h h h= π µ − µ −

h + µl µ ∫         

                                 0 1< µ <   .                       (14)
Разрезы функций, входящих в краевую за-

дачу (14), совпадают с контуром краевого ус-
ловия, следовательно, получили задачу по 
отысканию кусочно-аналитической функции 
по заданному скачку. Ее решение находим по 
формуле Сохоцкого:

1 1
2

0 0

1 3 ( ) 3 ( )( ) (1 ) (1 )
( ) 4 4( )

X d a dN z q
X z z

−

−
µ µ h h h= µ − µ − −

µ − h + µl µ∫ ∫

	 0 v
( )

2 2(2 )
( )

nP z
qU q G z

X z
− + − + .	             (15)

Здесь Pn(z) – многочлен n-й степени с неопре-
деленными коэффициентами, степень которого 
будет определена позже. Так как функция N(z) 
согласно (12) задана интегралом типа Коши, то 
в окрестности бесконечно удаленной точки для 
нее должно выполняться условие N(z) = O(1/z). 
Потребуем выполнения этого условия и от ре-
шения (15). Разложим (15) в окрестности бес-
конечно удаленной точки. Учитывая, что при 
| |z → ∞

1 1
2

0 0

3 ( ) 3 ( )(1 ) (1 )
4 4( )

X d a dq
z

−

−
µ µ h h hµ − µ − =

µ − h + µl µ∫ ∫
1 1

2
2

0 0

1 3 ( ) 3 ( ) 1(1 ) (1 ) ,
4 4( )

X a dd q O
z z

−

−
µ h h h  = − µ − µ µ − +   h + µl µ∫ ∫

2
1 1
( )

z X O
X z z

 = − +    ,  

где 2 0,581946X = , находим:
1 1

2

0 0

3 ( ) 3 ( )( ) (1 ) (1 )
4 4( )

X a dN z d q
−

−
µ h h h= − µ − µ µ − −

h + µl µ∫ ∫

0 v 22 2(2 ) ( ) ( )nqU q G z z X P z− + − + − , | |z → ∞ .(16)
Из (16) видно, что функция N(z), задаваемая 

выражением (15), имеет в бесконечно удален-
ной точке полюс первого порядка. Для того 
чтобы устранить этот полюс, необходимо в ка-
честве Pn(z) взять многочлен нулевой степени, 
т. е. положить Pn(z) = C0. Тогда, приравнивая в 
(16) коэффициенты при одинаковых степенях 
z, находим: 

C0 = –2(2 – q)Gv,
1

0 2 v
0

1 3(2 ) (1 ) ( ) ( ) .
8

U q X G q X a d
q

 
= − − − h −h h h 

  
∫

 
(17)

При записи (17) воспользовались инте-
гральным представлением факторизующей 
функции X(z), полученной в [4]:

	 1
2

0

3 ( )( ) (1 ) .
4 ( )

X dX z
z

−

−
µ µ= µ − µ

µ −l µ∫
         (18)
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Для нахождения коэффициентов ( )a h  в 
разложении решения задачи по собственным 
векторам непрерывного спектра, воспользуем-
ся соотношением (15) предварительно его пре-
образовав. Заметим, что

1 1 1 1 1
z z z

 
= − µ − h + µ h + µ − µ + h 

.

Тогда с учетом (18) перепишем (15) в виде
1

v
0

1 3 ( ) ( )( ) 2(2 ) (1 )
( ) 4

X a dN z q G q
X z z

 h −h h h= − − + − − 
h +  

∫
1

0 v
0

3 ( ) 2 2(2 ) (1 )
4

a dqU q G z q
z

h h h− + − + −
h +∫ .  (19)

Для решения, задаваемого равенством (19), 
по формулам Сохоцкого можем записать:

1

v
0

1 1( ) ( )
( ) ( )

3 ( ) ( )2(2 ) (1 )
4

N N
X X

X a dq G q

+ −
− +

 
µ − µ = − × µ µ 
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∫

          

    
2

2

1
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3 (1 ) ( )
5 | ( ) |

3 ( ) ( )2(2 ) (1 )
4

i X

X a dq G q

+
π µ − µ −µ= ×

l µ

 h −h h h× − + − 
h + µ  

∫ . (20)

Аналогично для функции N(z), задаваемой 
формулой (12), находим:

             3( ) ( ) ( )
2

N N i a+ −µ − µ = π µ µ .          (21)

При записи (20) учли решение задачи фак-
торизации дисперсионной функции, из которой 
следует, что 1( ) ( ) ( )

2
X X± ±l µ = µ −µ . Из (20), 

(21) для нахождения коэффициентов ( )a h  при-
ходим к интегральному уравнению Фредголь-
ма второго рода:

1
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( ) ( )( ) ( ) 2(2 ) X a da h q G
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∫ ,  (22)

3 (1 )
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ql = − ,     
2
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5 | ( ) |

Xh +
µ − µ −µµ =

l µ
.

Решение уравнения (22) ищем в виде ряда
		

0

( ) ( )k
k

k

a a
∞

=

µ = l µ∑ .	            (23)

Подставляя (23) и (22) и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях λ, на-
ходим:
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С учетом полученных результатов (17) пе-
репишем в виде
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k k
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g dg dI g d
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Итак, коэффициенты A0, A1 и a(η) в разложе-
нии решения (10) исходной задачи по собствен-
ным векторам дискретного и непрерывного 
спектра получены, и таким образом функция 
распределения (3) построена.

Вычисление скорости газа в канале. Про-
филь массовой скорости газа в канале постро-
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им, исходя из статистического смысла функции 
распределения

3/2 2 2

3
0 v

( ) exp( )

2 2 ,

z z

x x

U x C C

C C
U G x Z x d C

C C
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∫

1
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0
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xU G x a d 
= + + − h h  hπ ∫     

 (25)

Подставляя (23) в (25), с учетом получен-
ных результатов находим:
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Значения U0/Gv, рассчитанные согласно (24), а 
также аналогичные результаты, полученные в 
[4–6] с использованием линеаризованного 
уравнения Больцмана для молекул жестких 
сфер (LBE), модели кинетического уравнения 
Больцмана с комбинированным ядром (CES) и 
БГК модели (BGK), приведены в табл. 1.

Как видно из приведенной таблицы, отли-
чие значений скорости U0/Gv, полученных в 
представленной работе, не превышает 0,3 % 
при q = 0,1 и 2 % при q = 1,0 от аналогичных 
значений, найденных в [5, 6] на основе CES и 
LBE моделей уравнения Больцмана. Отличие 
от результатов, полученных в рамках BGK мо-
дели, колеблется от 0,6 % до 5 % и обусловлено 
зависимостью значений коэффициентов сколь-
жения от выбора модели интеграла столкнове-
ний, отмеченной в [7].

Значения Uz(x)/Gv, рассчитанные при раз-
личных значениях q согласно (26), и соответ-
ствующие значения, полученные в [5], приве-
дены в табл. 2.

Как видно из таблицы, полученные в рабо-
те результаты остаются корректными во всем 
диапазоне значений x и q.

Заключение. Итак, в работе с использо-
ванием аналитических методов в виде ряда 

Таблица 1

Значения U0/Gv при различных значениях q

q (24) BGK[4] BGK[6] CES[5] LBE[5]

0,1 17,0008 17,09809 17,10313 17,04462 17,0478
0,2 8,1289 8,220481 8,224902 8,169615 8,17248
0,3 5,1654 5,251263 5,255112 5,203049 5,20563
0,4 3,6790 3,759290 3,762619 3,713778 3,71609
0,5 2,783684 2,858334 2,86119 2,815562 2,81761
0,6 2,183796 2,252980 2,25541 2,212984 2,21178
0,7 1,752828 1,816621 1,818667 1,779429 1,78048
0,8 1,427476 1,485952 1,487654 1,451586 1,45292
0,9 1,172569 1,225801 1,227198 1,194247 1,19540
1,0 0,9670054 1,015064 1,01619 0,9864009 0,987328
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Неймана построено решение задачи об изо-
термическом скольжении разреженного газа 
вдоль твердой плоской поверхности. Для про-
извольных значений коэффициента диффузно-
сти получено аналитическое выражение, опи-
сывающее профиль массовой скорости газа в 

полупространстве над стенкой, и вычислена 
скорость скольжения газа вдоль стенки. Про-
веденный численный анализ полученных вы-
ражений подтверждает зависимость значений 
коэффициентов скольжения от выбора модели 
интеграла столкновений.

Таблица 2 

Значения Uz(x)/Gv при различных значениях q

x
q = 0,1 q = 0,3 q = 0,7 q = 1,0

(25) [5] (25) [5] (25) [5] (25) [5]

0,0 16,5425 16,472 4,7620 4,7032 1,4541 1,4150 0,7425 0,71553
0,1 16,7841 16,771 4,9860 4,9753 1,6448 1,6386 0,9101 0,90630
0,2 16,9494 16,956 5,1434 5,1494 1,7873 1,7925 1,0424 1,0463
0,3 17,0937 17,111 5,2824 5,2982 1,9162 1,9282 1,1637 1,1729
0,4 17,2266 17,252 5,4114 5,4336 2,0377 2,0541 1,2799 1,2922
0,5 17,3522 17,383 5,5340 5,5606 2,1545 2,1740 1,3926 1,4071
0,6 17,4727 17,507 5,6521 5,6821 2,2681 2,2898 1,5028 1,5189
0,7 17,5896 17,627 5,7670 5,7994 2,3792 2,4025 1,6112 1,6284
0,8 17,7036 17,743 5,8794 5,9137 2,4884 2,5130 1,7182 1,7363
0,9 17,8154 17,857 5,9899 6,0256 2,5962 2,6218 1,8241 1,8429
1,0 17,9255 17,968 6,0987 6,1356 2,7028 2,7292 1,9291 1,9484
2,0 18,9758 19,023 7,1433 7,1839 3,7362 3,7649 2,9544 2,9752
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SOLUTION OF WILLIAMS EQUATION IN KRAMERS PROBLEM USING MAXWELL 
MIRROR-DIFFUSIVE BOUNDARY CONDITION

In the framework of the kinetic approach analytic solution (in the form of Neumann series) of the 
problem of isothermal slip of a dilute gas along a hard, flat surface is set up. The linearized Williams 
equation as the basic equation and the Maxwell mirror-diffusive reflection model as the boundary 
condition on a streamlined surface are used. We used the collision integral model due to the fact that 
the assumption of independence of the gas molecular collisions frequency on their velocity is a fairly 
strong simplification.

More realistic, in our opinion, is the assumption about the constancy of the length of free path of gas 
molecules, at least for those molecules, the interaction of which can be approximated by the model of 
hard spheres. This assumption is equivalent to the fact that the molecular collisions frequency must be 
proportional to the absolute value (module) of their thermal velocity. This circumstance was taken into 
account when the model Williams equations was constructing. The choice of model boundary condition 
is due to the fact that the diffusion factor for real surfaces may be significantly different from unity. The 
general solution of the assumed integro-differential equation is constructed in the space of generalized 
functions. Substitution of the constructed general solution in the boundary conditions leads to a singular 
integral equation with Cauchy-type kernel, which is reduced to the Riemann boundary value problem 
by methods of complex variable theory. Unknown parameters of the general solution are found from the 
condition of resolvability of the built boundary value problems. Based on the statistical meaning of the 
distribution function for different values of the diffusion factor the mass flux of gas profile in half-space 
above the wall is constructed and the isothermal slip velocity of gas is calculated. The numerical analysis 
of the obtained expressions and comparison of obtained results with the similar results, published in 
the public media, confirms the dependence of the values of the slip coefficients on choice of a collision 
integral model.
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