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Введение. При изучении механизмов мо-
дифицирования кристаллических материалов 
различными методами нельзя оставлять без 
внимания такие явления, как изменения разме-
ров областей когерентного рассеяния, межпло-
скостных расстояний и т. д. Для наблюдения 
таких процессов применяют рентгенометри-
ческие исследования. Однако для определения 
параметров тонкой структуры недостаточно 
иметь только определяемую прибором зависи-
мость интенсивности дифрагированных рент-
геновских лучей от угла отражения. Это объяс- 
няется несколькими факторами, а именно: ин-
струментальной погрешностью оборудования  
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и размытием блочного профиля под воздей-
ствием микродеформаций [4]. Для решения 
этой задачи используют возможности модели-
рования. В результате обработки эксперимен-
тального рентгендифракционного профиля 
можно получить выражения для расчета пара-
метров тонкой структуры. На этом этапе встает 
вопрос о правильном выборе аналитической 
функции, которая позволит наиболее точно 
произвести расчет. 

Данная работа освещает некоторые аспекты 
такого выбора. В работе обсуждаются несколь-
ко видов функций, аппроксимирующих физи-
ческий рентгеновский профиль. В результате 
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математических расчетов с применением чис-
ленных методов сделан вывод о наиболее под-
ходящей аппроксимирующей функции.

Материалы и методика. В качестве наблю-
даемого объекта нами выбран образец твердого 
сплава ВК8 с составом 8 % Co, 92 % WC. 

Рентгеновские исследования проводились 
с использованием рентгеновского дифрактоме-
тра ДРОН-7 при Cu-Kα излучении методом Де-
бая-Шеррера с фокусировкой по Бреггу-Брен-
тано в интервале углов 2θ от 20° до 90°.

А.Н. Иванов отмечает, что рентгеновский 
анализ тонкой кристаллической структуры 
(ТКС) основан на дифракционной модели ре-
ального кристалла. При этом используется 
модель «мозаичного» кристалла. Кристалл, 
согласно этой теории, состоит из малых упру-
го деформированных блоков или областей 
когерентного рассеяния (ОКР). В такой моде-
ли параметрами тонкой структуры являются 
средний размер блока, функция распределения 
блоков по размерам, средняя величина микро-
деформаций (МКД) решетки и распределение 
МКД по длине усреднения. Эти параметры 
можно связать с реальными дефектами, считая, 
что блок – это частица: зерно, кристаллит, или 
что границы блоков состоят из дислокацион-
ных стенок и т. п. [4].

В литературе [4, 5] известен более частный 
случай мозаичной модели – дифракционная мо-
дель ТКС, связанная с методом анализа ТКС, 
называемым методом аппроксимации. В рамках 
этой модели считается, что кристалл разбит на 
блоки одного размера Dhkl вдоль нормали к «от-
ражающей» плоскости (hkl). Блоки кристалла 
упруго однородно деформированы, а величина 
МКД в каждом одинакова и равна ehkl. 

Для расчета параметров тонкой структуры 
выбираются дифракционные максимумы на 
больших углах отражения. Межплоскостные 
расстояния рассчитываются по формуле Вуль-
фа-Бреггов [3]:

                                                       ,                               (1)

где n – порядок отражения,
      λ – длина волны рентгеновского излуче-

ния,
      d – межплоскостное расстояние,
   hkl – индексы граней,
      θ – угол отражения.
При определении фактических размеров зе-

рен методом аппроксимации считают [4], что 
распределение интенсивности в линии связано 
с истинным распределением интенсивности 
соотношением

являющимся уравнением Фредгольма [2]. Здесь 
h(θ) описывает реальный физический профиль 
линии на рентгенограмме, f(φ) – истинное рас-
пределение интенсивности, g(θ) – аппаратур-
ная функция, определяемая распределением 
интенсивности в линии контрольного образца.

В результате преобразований, подробно 
описанных в [2, 4], из выражения (2) можно 
получить соотношение между истинной ши-
риной линии β и шириной линии образца B и 
контрольного образца b:

                                                 .                     (3)

В этом случае f(φ) определяется функцией, 
выбор которой обусловлен физическими сооб-
ражениями, g(φ) – функцией, аппроксимиру-
ющей распределение интенсивности в линии 
контрольного образца.

Авторами [5] приведен пример расчета па-
раметров ТКС для твердосплавных образцов с 
легирующим покрытием. В работе использо-
вана аппроксимирующая функция Лауэ и при-
ведены конечные выражения для расчета раз-
меров блоков D и размеров МКД Δd/d, а также 
выражения для определения погрешностей 
расчета и погрешности уширения Δβ/β.

Целью нашей работы является подбор ап-
проксимирующей функции, наиболее точно 2 sinhkl hkln dλ = θ
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описывающей эмпирическую зависимость ин-
тенсивности отраженных рентгеновских лу-
чей от угла отражения I(2θ). Из литературных 
данных [1, 4, 5] следует, что лучше всего для 
этой цели подходят функции Гаусса, Коши I,  
Коши II и функция Лауэ.

Общий вид выбранных функций:
 функция Гаусса

                                                                        (4)

функция Коши I

                                                                      (5)
 

функция Коши II
	
                                                                        (6)

функция Лауэ

                                                                        (7)

где Cj – коэффициенты.
Для количественной оценки выбора произ-

веден расчет среднеквадратичного отклонения 
значения функций от эмпирических данных в 
исследуемых точках по формуле

                                            
                                                                             (8)

где σ – среднеквадратичное отклонение, 
      Ii – эмпирическое значение интенсивно-

сти рентгеновского луча в i точке, 

    Fi – значение аппроксимирующей функ-
ции в той же точке, 

      n – количество точек, описывающих диф-
ракционный пик на рентгенограмме.

Для определения скалярных коэффициен-
тов и нахождения аналитического вида аппрок-
симирующих функций использовались встро-
енные функции lsqnonlin() и genfit() ППП 
Matlab v.7 и Mathcad v.15 соответственно. 

Результаты и обсуждения. В результате 
рентгеноструктурных исследований нами по-
лучен массив данных. Фрагмент этого массива, 
соответствующий максимальному пику интен-
сивности, представлен в табл. 1. 

По экспериментальным данным была по-
строена графическая зависимость. На рис. 1 
представлен график зависимости интенсивно-
сти от угла дифракции и отдельно интересую-
щий нас пик с максимальной интенсивностью.

При помощи численных методов с исполь-
зованием ППП Matlab и Mathcad нами были 
получены значения коэффициентов Cj, что по-
зволило записать аналитический вид аппрокси-
мирующих функций. Таким образом:

                                                                       (9)

                                                                       (10)

                                                                    (11)

                                                                      (12)
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Таблица 1
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ИНТЕНСИВНОСТИ РЕНТГЕНОВСКИХ ЛУЧЕЙ  

ОТ УГЛА ОТРАЖЕНИЯ

2θ,° 35,50 35,55 35,60 35,65 35,70 35,75 35,80 35,85 35,90 35,95
I(2θ) 253,5 394,5 849,5 2050,0 2548,5 1868,0 1289,0 561,5 340,5 249,5
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3 (35,705 2 )(2 ) 2,42 10 exp ,
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Экспериментальные значения и графики ап-
проксимирующих функций приведены на рис. 2.

В табл. 2 представлены результаты расче-
та среднеквадратичного отклонения значений 
аппроксимирующих функций σ от эксперимен-
тальных данных.

Из табл. 2 видно, что значение σ минималь-
но для функции Коши II, в то время как для 
функции Лауэ это значение на порядок превос-
ходит все остальные. 

С функцией Лауэ (рис. 3) связаны труд-
ности подбора начального приближения ко-
эффициентов, необходимых для расчетов.  
В связи с тем, что функция Лауэ принимает 
бесконечно большие значения в случае бес-
конечной малости знаменателя (12), аппрок- 
симированные значения этой функции рас-
считаны только в точках, соответствую- 
щих 2θ (рис. 2), а не на заданной области опре-
деления. 

Рис. 1. Профиль экспериментальной рентгеновской линии для образца твердого сплава ВК8

Таблица 2
СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЕ ОТКЛОНЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ АППРОКСИМИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ  

ОТ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Функция Гаусса Коши I Коши II Лауэ
σ 1,904·105 1,738·105 1,205·105 3,593·106
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Рис. 2. Экспериментальные данные рентгеноструктурного анализа и аппрокси-
мирующие функции

Рис. 3. График функции Лауэ
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Заключение. Математическое приближе- 
ние физического рентгеновского профиля  
имеет большое значение для расчетов параме-
тров тонкой структуры. В результате прибли-
жения эмпирических данных математически- 
ми функциями Гаусса, Коши I и II и функци-
ей Лауэ методом численного моделирования 
для каждой из них были рассчитаны коэф- 

фициенты аппроксимации и получен ана-
литический вид. Определено значение сум- 
марной невязки для всех исследованных функ-
ций. Отмечено, что для пика максимальной  
интенсивности на дифрактограмме образца  
твердого сплава ВК8 физическому профилю 
наилучшим образом соответствует функция 
Коши II. 
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CHOICE OF APPROXIMATION FUNCTION BASED 
ON THE STRUCTURAL DATA OF 8 % Co–92 % WC ALLOY 

The paper is devoted to the choice of approximation function to calculate the coherent-scattering 
region, exemplified by the hard alloy with 8 % Co–92 % WC. The constants of approximation functions 
Cauchy 1, Cauchy 2, Laue and Gaussian function were fitted by means of numerical methods. Function 
availability estimation was gained with the mean-square residual.

Keywords: Gaussian function, Cauchy function, Laue function, approximation, mean-square residual, 
block, thin crystal structure.
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